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Deterministische endliche
Automaten

Ein deterministischer endlicher Automat (DFA) ist gegeben durch
* eine endliche Menge S von Zustanden

* eine endliche Menge X von Eingabezeichen

e einen Anfangszustand s, €S

* eine Endzustandsmenge FC S

« eine Ubergangsfunktion d:Sx = — S

Kurz: A=, S, 9, sy, F)

0 kann auch durch einen Zustandsubergangs Graphen oder als
Menge von Tripeln (s, a, t) mit d (s, a) = t gegeben sein

0 ist manchmal nicht total (Uberall definiert)



Konfiguration eines endlichen

Automaten
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Nichtdeterministische endliche
Automaten

Ein Nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA) besteht aus

* einer endlichen Menge S von Zustanden

* einer endlichen Menge X von Eingabezeichen

* Einer Menge von Anfangszustanden S, C S

 einer Endzustandsmenge FCS

» einer Zustandstibergangsrelation d C Sx X x S

Kurz: A=, =, 0,S,, F)

0 kann als Menge von Tripeln (s, a, t) oder als Tabelle mit Mengen-
Eintrdgen notiert werden, Bsp.: _,% 0 /\ 0,1 (3 0.1 @

"2

O = {(sg, 0, Sp), (g, 0, 57), (S, 1, Sg), (54, 1 S-), (S5, 0, s3), (S5, 1, s3)}



Aquivalenz von DFA und NFA

Satz: Zu jedem NFAA = (5, %, 9, S, F)
kann man einen DFA A’ konstruieren,
so dass L(A) = L(A").

Beweis: Mit Hilfe der
Potenzmengenkonstruktion.



Motivation en_qllicher Automaten mit
e-Ubergangen

Bei DFA und NFA wird bei jedem Zustandsubergang immer genau
ein Zeichen aus X verbraucht

Fir bestimmte Aufgaben lassen sich die Automaten einfacher
entwerfen, wenn es maoglich ist, Nachfolgezustande durch -
Transitionen zu erreichen

Bsp.: Entwerfe Automaten A_,, . fur die Sprache

L., = {albick; i,j,k = 0}
A..,. darf beliebig viele a lesen, dann beliebig viele b, anschlieRend
beliebig viele ¢

Problem: Woher weill A_,,,., wann eine Folge gleicher Zeichen zu
Ende ist?

Losung: A, kbnnte irgendwann ohne zu lesen in neuen Zustand

umschalten
a b U



Endlicher Automat mit
e-Ubergangen

Ein endlicher e-Automat (eFA) ist ein Quintupel
A = (51 21 61 SO! F)1

Dabei sind S, =, S, und F wie bei NFA definiert, und 0 ist die
Zustandsubergangsrelation, die auch e-Transitionen zulasst:

0C SxCu{eh xS
Konfigurationen k = (s, w) sind wie bei NFA definiert
Fir Konfigurationsubergange gilt:
(s, aw) | (t, w) gdw. (s, a, t) €d,a € U {e}, w € =*
Die von einem €FA A akzeptierte Sprache ist dann wieder
L(A) = {w € Z%; (s, W) }* (s, €), 59 €Sp, S € F}



Aquivalenz von
e-Automaten und NFA

Satz: Die Klasse der jeweils von e-Automaten

und NFA akzeptierbaren Sprachen sind
gleich.

Bewelis:

1. Jeder NFA ist ein spezieller eFA (ohne ¢-
Ubergdnge)

2. Wir konstruieren zu einem beliebig
gegebenen eEFA A = (5, X, 0, S, F) in vier
Schritten einen NFA A, der dieselbe Sprache
akzeptiert, fur den also L(A) = L(A") ist.
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Transformation von €FA in NFA, 1. Schritt

A erhadlt einen neuen Startzustand s, und einen neuen Endzustand f, die
mit den bisherigen Start- bzw. Endzustanden lUber e-Transitionen
verbunden werden:

(Falls A nur einen Start- oder Endzustand hat, kann auf das Schaffen

neuer Zustande verzichtet werden.)
11



Transformation von €FA in NFA,
2. Schritt

12

Entferne alle e-Zykel, Zustandsfolgen s, s,, ..., s, die zyklisch
uber e-Transitionen durchlaufen werden kénnen, ersetze sie
durch neuen Zustand s,. Zu und von s, fuhren alle
Transitionen der ersetzten Zustande.

O Oan R 208

AnschlieRend werden alle Transitionen der Art (s, €, s) entfernt.




Transformation von €FA in NFA,
3. Schritt

13

Jetzt noch enthaltene e-Transitionen werden durch alternative
Ubergange erganzt, die Zeichen aus = benotigen. (Ziel ist es,
die e-Transitionen Uberfliissig zu machen.)

Kommt man mit (erst € dann a) von s‘ nach t, dann auch mit (nur

_>>:8 an

Diese Operation wird so oft angewandt, bis sich keine
Anderungen mehr ergeben.




Transformation von €FA in NFA,
4. Schritt
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Ein neu eingefligter Endzustand f (der nur das Ziel von ¢-
Transitionen ist) wird wieder entfernt und in die
Endzustandsmenge F* werden alle die Zustande
aufgenommen, von denen aus f per e-Transitionen erreichbar
war.

F={tes; o P (f, o)
AnschlieRend konnen alle e-Transitionen entfernt werden.

Da alle Transformationsschritte aquivalenzerhaltend waren,
akzeptiert der so konstruierte Automat dieselbe Sprache wie
der gegebene €FA A.



Beispiel: Transformation von A_,,,_
In einen NFA
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Beispiel: Transformation von A_,,,_
in einen NFA
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Abgeschlossenheitseigenschaften

Satz: Die Klasse der regularen Sprachen ist abgeschlossen gegenuber
den Operationen Vereinigung U, Verkettung ¢, Kleene-Stern *.

Bew.: Abgeschlossenheit gegenuber booleschen Operationen wurde
schon bewiesen! Neuer, einfacherer Beweis flir Abgeschlossenheit
gegen U:

Konstruiere zu zwei DFAs B und C
den €FA wie folgt:
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Verkettung

Seien zwei DFAs B und C gegeben, die die
Sprachen L(B) und L(C) akzeptieren.
Konstruiere einen eFA A wie folgt:

L(B) L)
18 Dann ist L(A) = L(B) L(C)



Kleene Stern
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Sei ein DFA B gegeben, der die Menge L(B) akzeptiert.
Dann konstruiere den €FA A wie folgt:

Offenbar ist L(A) = (L(B))*



Bemerkung
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Im Nachweis der Abgeschlossenheit regularer Mengen
gegenuber U, ¢, * steckt implizit die
Potenzmengenkonstruktion zur Umwandlung von
NFAs in DFAs. Daher konnen die konstruierten
DFAs u.U. sehr viele Zustande haben!

Minimierungsproblem: Konstruiere zu einem
gegebenen DFA A einen aquivalenten DFA A" mit
minimaler Zustandszahl!



Reduzierter Automat

Sei A= (3, S, 0, sy, F) ein DFA. Dann heiRen zwei
Zustdnde s, s* € S dquivalent bzgl. A, s ~, s’, wenn
fur alle Worte w € =* qilt:

o(s, w) € F gdw. o(s‘, w) € F

Der Automat A heil’t reduziert (oder zustands-
minimal), wenn fiur alle Zustande s, s* aus s ~, §’
schon s = s’ folgt und wenn alle Zustande aus S

vom Anfangszustand s, aus erreichbar sind. (D.h.:
Flr jedes s €S gibt es ein Wort w € X*, so dass s =

0(Sqy, W) ist.)
“~, “ist eine Aquivalenzrelation auf S
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Minimaler endlicher Automat
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Satz: Gegeben sei eine regulare Sprache L C X *, Dann
ist der (Zustands-) minimale Automat A ..., flir den
L = L(A,,;,) gilt, bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt.

Dabei sind zwei Automaten A, = (, S4, 9,, S;, F;) und
A, =, S,, d,, s,, F,) genau dann isomorph, wenn |
S; | =S, | istund es eine bijektive Abbildung f:
S; — S, gibt mit

f(o,(s,a))=0,(f(s),a), furallesesS;
und alle a € X.

f(F)) = F,



Konstruktion des Minimalautomaten
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Sei A; = (5, 2, 9, Sy, F) ein DFA, der L = L(A) erkennt.
Zu A wird in mehreren Schritten ein dquivalenter Automat A,

1.
2.
3.

konstruiert:
Vereinfache A, so dass alle Zustande von s, aus erreichbar sind.
Zerlege die Zustandsmenge disjunkt in zwei Teile: 11, = {F, S - F}

Verfeinere die aktuelle Zerlegung 11, = {S;, ..., S;}: In der neuen
Zerlegung 11, ; gehdren Zustande s, s* genau dann zur gleichen
Menge, wenn s € S;und s’ € §; sowie 8( s, a) € S;und o( s, a) €S,
furalleae>undi, je{1, ..., k}.

Aufgeteilt werden muss S,, wenn fir s, s‘€ S, gilt:

0(s,a) = d(s, a)

. Ergab die letzte Verfeinerung mehr Mengen, gehe zuriick zu 3;

sonst sind die Mengen der letzten Zerlegung die Zustande von
A

min-



Ein zu minimierender DFA
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Reduzierter DFA




