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Eine Logelei: Supermann existiert nicht!

Wenn Supermann das Bose verhindern kann
und will, dann wird er es tun. Wenn
Supermann das Bose nicht verhindern kann,
dann 1st er machtlos; wenn er es nicht
verhindern will, dann 1st er boswillig.
Supermann verhindert das Bose nicht. Wenn
Supermann existiert, 1st er weder machtlos noch
boswillig. Darum existiert Supermann nicht.



Folgerung und Aquivalenz

Eine FormelG heil3t eind-olgerungder FormelrF4, ... , K falls
fur jede Belegung, die sowohl &y, ... ,F als auch zi passend
ist, gilt:

WennA Modell von{F,... R} ist, dann istA auch
Modell vonG.

Wir schreiberf,. .. R = G, falls G eine Folgerung von
Fi,...,FKist.

Zwei Formeh F und G heil3an (semantish) aquivalent falls fur
alle Belegunge\, die sowohl furF als auch fiiG passend sind,
gilt A(F) = A(G). Hierfur schreiben wiF = G.



Motivation fir Wahrheitstabelle von —

Wir betrachten folgende Formeln 1->1=1
Wenn es regnef, 1-0=0
scheint die Sonne nicht: R - =S 0—-1=1
Es regnet: R 0->0=1

Daraus folgt: Die Sonne scheint nicht!

Also: {R > -S,R}E =S

Wie sehen die Modelle von {R — =S, R} aus?
R hat den Wert 1,

Wie wird R = -S auf 1 abgebildet?

-S muB auf 1 abgebildet werden (ged)



Zweites Beispiel:

Wenn es regneft, 151=1
scheint die Sonne nicht: R = =S 150=0
Es regnet nicht: —-R 0-51=1

Folgt daraus: Die Sonne scheint nicht? | g _50-1

{R—>-S, -R}F-S5?
Wie sehen die Modelle von {R — -S, =R} aus?
R hat den Wert O, da -R auf 1 abgebildet werden soll

Wenn R - -S auf 1 abgebildet werden soll, dann
bleiben die dritte und vierte Zeile, somit kann in den
Modellen von {R = =S, -R} auch -S auf O abgebildet
werden (wir wdhlen die Variante aus Zeile 4)
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SchluBmuster

Wir haben gesehen:

{P,P > Q}FQ (Name fiir SchluBmuster: Modus Ponens)
Folgendes konnen wir auch zeigen:

{Q, =P - -Q} EP (Name fiir SchluBmuster: Modus Tollens)
Oder auch:

{-Q, P > Q} F-P (Name fiir SchluBmuster: Kontraposition



Aufgaben

Gelten die folgendeAquivalenzen?

(A—+B)—=C =
(A—+B)—=C =
(A<+B)+<C =

A— (B—C)
(AAB) —C
A+ (B« C)

Gelten die folgenden Aussagen?

J/N

Gegenb.

Wenn

(F — G) glltig

dann

Wenn

FEG

dann

Wenn

(F + G) gultig

dann

Wenn

F=G

dann




Die Hauptprobleme

Modellprifung
SeiF eine Formel und sé\ eine passende Belegung. GfF) =17

Erfullbarkeit
Sa F eineFormel | st F erfullbar ?

Gultigkeit
SeiF eine Formel. IsF gultig ?

Folgerung
Seien F und G Formeh. Gilt F = G?

Aquivalenz
Seien F und G Formeh. Gilt F = G?



Aufgabe

Welche Probleme lassen sich auf welche reduzieren?

e Gultigkeit <= (Nicht)Erfullbarkeit:

F gultig gdw. —F nicht ertillbar
F erflllbar gdw.—F nicht giltig

Gultigkeit —- Folgerung:
F giltig gdw. T =F

Folgerung—- Gliltigkeit:
F &= Ggdw.F — G giiltig

Giiltigkeit = Aquivalenz:

F gultiggdw.F =T
e Aquivalenz= Giiltigkeit:

F =G gdw.F + Gqltig



Losung des Erfillbarkeitsproblems

Gegeben sei eine aussagenlogische Formel F,
deren Erfillbarkeit zu prifen ist

In der Formel kommen atomare Formeln
(Variablen) vor

Teste fir alle Belegungsmoglichkeiten der
atomaren Formeln den Wahrheitswert

Wenn sich eine Belegung finden laft, so da der
Wahrheitswert von F sich zu 1 berechnet, ist F
erfillbar (semantische Beweismethoden)

Man muB bei n Variablen 2" Maglichkeiten priifen



Gesucht wird ein mechanisches Verfahren

Wir definieren einen Operator
{F1,F2,..,FK}F G
Anspriche an -

Korrektheit

Wenn {F1,F2, .., Fk}- G dann {F1,F2, ..., FK} E G
Vollstdandigkeit

Wenn {F1,F2, .., Fk}EGdann {F1,F2, ..., Fk} - G



Losung des Aquivalenzproblems

Es soll gezeigt werden, daB eine Formel F
dquivalent zu einer Formel G ist.

F =G gdw. (F <& 6) giiltig gdw.
~(F < 6) nicht erfiillbar

Man muB im schlimmsten Fall 2" verschiedene
Belegungsmoglichkeiten testen

Frage: Geht das nicht direkt durch Umformung
der syntaktischen Einheiten fir F und G, so dafl F
syntaktisch in G lberfihrt wird?



Ersetzbarkeitstheorem

Satz (Ersetzbarkeitstheorem)

SeienF und G aquivalente Formeln. Séi eine Formel mit
(mindestens) einem Vorkommen der TeilforrkelDann istH
aquivalent ziH’, wobeiH’ ausH hervorgeht, indem (irgend) ein
Vorkommen vorf in H durchG ersetzt wird.



Beweisprinzipien: Induktion

Behauptung: B(F) gilt fir jede Formel F

Beweis:
1. Man zeige, es gilt B(A;) fir jede atomare Formel A;.

2. Man zeige unter der (Induktions-)Annahme, da B(F)
und B(G) gelten, folgt, daB B(F A G), B(F v 6), B(-F)

gelten



Beweis: (Ersetzbarkeitstheorem}

Beweis(durch Induktionuber den Formelaufbau vat):
InduktionsanfangFallsH eine atomare Formel ist, dann kann
nurH = F sein. Und damit ist klar, daR aquivalent ziH’ ist,
dennH’ = G.

InduktionsschrittFallsF geradeH selbst ist, so trifft dieselbe
Argumentation wie im Induktionsanfang zu. Sei also
angenommerf; ist eine Teilformel vorH mit F £ H. Dann
mussen wir drei Blle unterscheiden.
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Fall 1: H hat die BauarH = —H;.

Nach Induktionsvoraussetzung it aquivalent zuH,, wobeiH;
ausH; durch Ersetzung voR durchG hervorgeht. Nun ist aber
H = ﬂH'l. Aus der (semantischen) Definition vgn“ folgt dann,
daRH undH' aquivalent sind.

Fall 2: H hat die BauarH = (H1V Hy).

Dann kommtF entweder irH; oderHs; vor. Nehmen wir den
ersteren Fall an (der zweite isbNig analog). Dann ist nach
Induktionssannahmig; wiederaquivalent ziH,, wobeiH; aus
Hy durch Ersetzung voR durchG hervorgeht. Mit der Definition
von,\V* ist dann klar, daf = (H;VHy) =H .
Fall 3: H hat die BauarH = (H1 A Hy).
Diesen Fall beweist marollig analog zuFall 2.
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Satz

Es gelten die folgendefiquivalenzen:

(FAF
(FVF
(FAG
(FVG
(FAG)AH
(FVG)VH
FVG)
FAG)
GVH)
GAH)
—=F

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

FA(
FV(
FA(
FV(

Aquivalenzen

.
.

(GAF)
(GVF)

(F A (GAH))
(FV(GVH))
.

.

(F ARGV (
(FvG)

.

(Idempotenz)

(Kommutativitt)

(Assoziativigt)

(Absorption)

(Distributivitat)
(Doppelnegation)



Weitere Aquivalenzen

—(F AG)
—(FVG)

(FVG)
(FAG)
(FVG)
(FNG)

(—=FV—-G)
(—lFf\—IG)

F, fal
G, fal
G, fal

F, fa

s I’ Tautologie

s I Tautologie

s /" unertfullbar

Is F unertullbar

(deMorgansche Regeln)

(Tautologieregeln)

(Unerfiillbarkeitsregeln)





