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Historischer Überblick
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Hilbert-Kalkül (1)


nach David Hilbert 1862-1943 



Hilbert Kalkül (2)




Hilbert Kalkül (3)
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Mit dem Kalkül C kann eine Formel ϕ aus W B abgeleitet werden: 
   W B |—C ϕ . 

C ist korrekt: 

                 Wenn   W B |—C ϕ ,   dann   W B |═ ϕ . 

Die Korrektheit von C folgt aus der Korrektheit der Inferenzregeln. 

C ist vollständig:    

                 Wenn   W B |═ ϕ , dann   W B |—C ϕ . 

Korrektheit und Vollständigkeit




Korrektheit des Hilbert-Kalküls


Beweis über strukturelle 
Induktion 



Vorüberlegungen zum 
Vollständigkeitsbeweis




Vollständigkeit (Beweisskizze I)




Vollständigkeit (Beweisskizze II)




Konsistenz




Beispiel – Inkonsistente Mengen




Vorüberlegung:  
Konsistenz/Erfüllbarkeit




Aufzählung aller Formeln




Vollständigkeit




Nachbemerkungen




Endlichkeitssatz




Kompaktheit


•  Eine Logik, für die der Endlichkeitssatz 
gilt, wird auch kompakt genannt.




Herband-Universum


Jacques Herbrand 1908-1931 



Herbrand-Strukturen




Der fundamentale Satz 
der Prädikatenlogik




Herbrand-Expansion




Satz von Gödel-Herbrand-Skolem






Satz von Herbrand




Algorithmus von Gilmore




Satz von Löwenheim-Skolem


1915 

Leopold Löwenheim 1878-1957 

Albert Thoralf Skolem 1887-1963 



Resümee


•  Korrektheit und Vollständigkeit für 
Algorithmen

 hier ist besonders auch Terminierung interessant

 Entscheidbarkeit (gibt es Algorithmen?)


•  Korrektheit und Vollständigkeit für 
Axiomensysteme

 Endlich axiomatisierbar?

 Terminierung nicht/weniger relevant




Hilbert-Programm


• David Hilbert

•  Ziel: Aufbau der Arithmetik (und damit 

der ganzen Mathematik) auf 
widerspruchsfreiem Axiomensystem 
(ca. 1920)


•  Erwies sich als undurchführbar 
(Gödelscher Unvollständigkeitssatz, 
1930)




Beweistheorie vs. Modelltheorie


•  Beweistheoretische Sicht: 

 Führe Axiome (nicht Axiomenschemata) 

ein, so dass gewünschte Beweise möglich 
werden und andere nicht


• Modelltheoretischen Sicht:

 Führe Axiome ein, um die Modelle zu 

reduzieren und nicht-intendierte Modelle 
zu eliminieren




Macht und Ohnmacht…


Folien von Steffen Staab 



Modelltheorie


•  Alfred Tarski

 Polnisch-US-amerikanischer 

Mathematiker und Logiker

•  Einführung der modelltheoretischen 

Semantik (1936)

•  Formale Definition von 

Entscheidungsproblemen

•  Prägung der  

Mathematischen Logik (1937)




Logische Modellierung


•  Aufstellen von Formeln (Axiome)

•  Formulierung von 

Anwendungsproblem als 
Entscheidungs- oder 
Berechnungsproblem


• OWA, no UNA, no DCA




Beweissysteme


•  Hilbert-Kalküle

 Axiomenschemata + Inferenzregel (Modus Ponens)

 Folgerungsbeweis


 Herleitung der gesuchten Formel


•  Resolution

 Erfüllbarkeitstester


 Herleitung der leeren Klausel (Widerspruch)


•  Tableau-Beweiser

 Erfüllbarkeitstester / Konsistenztester


  Systematische Konstruktion eines  
(kanonischen Modell)




Es dreht sich mittlerweile 
alles um Modelle


•  Aussagenlogik

  Belegung (“Bitvektor”)


•  Prädikatenlogik

  Relationale Struktur

  Interpretation

  Herbrand Modell  

(nach Jacques Herbrand)


•  Temporale Logik

  Zeitstrukturen (linear, baumförmig)


•  Modallogik: Logik der erreichbaren Zustände

  Kripke-Strukturen (Graphen)




Und so ging‘s weiter …


•  before 1950: Proof-theoretic Work by Skolem, Herbrand, Gentzen and Schütte

•  1954: First machine-generated Proof (Davis)

•  1955ff: Semantic Tableaus (Beth, Hinitkka)

•  1957: First machine-generated Proof in Logic Calculus (Newell & Simon)

•  1957: Lazy substitution by free (dummy) Vars (Kanger, Prawitz)

•  1958: First prover for Predicate Logic (Prawitz)

•  1959: More provers (Gilmore, Wang)

•  1960: Davis-Putnam Procedure (Davis, Putnam, Longman)

•  1963: Unification  (J.A. Robinson)

•  1963ff: Resolution (J.A. Robinson); Inverse Method (Maslov)

•  1963ff: Modern Tableau Method (Smullyan, Lis) without Unification

•  1968: Modelelimination (Loveland), with Unification

•  1970ff: PROLOG (Colmerauer, Kowalski), Refinements of Resolution 

•  1971: Cook, NP-Completeness for SAT

•  1971: Connection Method (Bibel), Matings (Andrews) with Unification

•  1977: Dependency-directed Backtracking (Stallman, Sussman)

•  1985: ATP in non-classical logics, Renaissance of Tableaux Methods

•  1987: Tableaus with Unification

•  1993ff: Renewed interest in Instance-based Methods: DPLL, Modelevolution

•  1995: Heuristics (Freeman)

•  1996ff: Praktisch einsetzbare Beschreibungslogikbeweiser 

•  …




…mit der Zeit


•  1970: LTL (Pnueli, Manna)

•  1980: CTL (Clarke, Emerson)

•  1986: CTL* (Emerson, Halpern) 

•  1990: Symbolic Model Checking (McMillan)

•  1991: SPIN for LTL (Holzman)

•  1993: SMV for CTL (McMillan)

•  …



