4.1 Spezifikationen

Notation
= N R N
Vor— An— Nach—
bedingung WeLSUN( bedingung

— Notation zur Begriindung
(Erklarung, Dokumentation), warum ein
Programm (—Stiick) korrekt arbeitet

{...} ist ein Kommentar,
hat bei der Programmausfithrung keinen Effekt
enthilt ein Pradikat (Bedingung, Ausdruck, der
zu true oder false ausgewertet werden kann)

V und P sind Préadikate

S ist ein Programm



Zustands-
beschreibung

der Zustand eines Programms (Belegung der
Variablen) kann mit solchen Pridikaten
beschrieben werden

spezifiziert den Definitionsbereich der zu
berechnenden Funktion

spezifiziert die zu berechnende Funktion

V und P werden Zusicherungen (assertions)
genannt



Beispiele

ein Programm

(6)

Programmspezifikation
soll ...

. eine Variable x auf den Wert 42 setzen,
es soll immer funktionieren

... die Summe zweier Zahlen z und y in einer
Variablen s speichern

... das Maximum zweler Zahlen x und y in
einer Variablen r speichern

... die Werte zweler Variablen vertauschen

... 2 naturliche Zahlen = und y ganzzahlig mit
Rest teilen und in den Variablen ¢ und »
Resultat und Rest speichern

... die 1. n natiirlichen Zahlen (n > 0) in einer
Variablen s aufsummieren

... fiir eine natiirliche Zahl n den grofiten
Teiler » < n bestimmen



Korrektheit

relativ

<_>

(1)

von Programmen
zu einer Spezifikation
ein Programm(-stiick) ist korrekt,

wenn es in einem Anfangszustand gestartet
wird, in dem die Vorbedingung V' gilt,

d.h die Variablenbelegung gehort zum
Definitionsbereich,

wenn es terminiert
wenn im Endzustand die Nachbedingung P gilt
partielle Korrektheit

Vorbedingung darf verstirkt werden
— Definitionsbereich wird eingeschrankt

Nachbedingung darf abgeschwicht werden
— ,.es wird weniger berechnet*



Beweisregel

falls
(1)
(2)

(3)
dann gilt

Starkung emer Vorbedmgung und
Schwiichung einer Nachbedingung

V-V glltig
{Vit S {1} korrekt
P = F gultig

{V} S {P} korrekt



Vorgehen
(1)
(1a)

(1b)
(1c)
(2)

Programmentwurf
Problem spezifizieren

Mit welchen Variablen soll gearbeitet werden
= Deklarationen

Was soll berechnet werden = P

Wann soll das Programm funktionieren =V

hieraus ein Programm konstruieren



Variablen

{

Die in der Spezifikation und im Programm
benutzten Variablen und deren Typ
(Wertebereich) werden mit Hilfe von
Deklarationen festgelegt.

Alle iibrigen Namen sind Konstanten

var = : Ng
var b : B

var f :array [0..n—1] of Ny



4.2 Anweisungen: Syntax und Semantik

4.2.1 Zuweisungen

Zuweisung

Zustand

Bedeutung

informell

bestehen aus einer Variablen und einem

Ausdruck

Variable = Ausdruck =1
b := true

Programmzustand:

Belegung der Programmvariablen mit einem
Wert zu einem bestimmten Zeitpunkt der
Programmausfiihrung

Semantik

der Ausdruck wird ausgewertet und der
Variablen zugewiesen,
danach speichert die Variable den berechneten

Wert

Zustandstransformation,
Zustandsinderung



Bedeutung

formal

Notation

Plz + A]

Beweisregel

Semantik

durch eine Regel, die beschreibt, wie aus einer
Nachbedingung und einer Zuweisungsanweisung
die (schwichste) Vorbedingung berechnet
werden kann

P sei1 ein Ausdruck, in dem z vorkommt,
A sei irgendein beliebiger Ausdruck

ist der Ausdruck, in dem alle Vorkommen von
2 durch A ersetzt worden sind

(und moglicherweise durch zusétzliche
Klammern der syntaktische Aufbau von P

erhalten bleibt).

fiir Zuweisungen

{Plz + Al} z:=A {P}
Argumentation lauft riickwarts

Pradikate diirfen in gleichwertige
einfachere Priadikate umgeformt werden



Beispiele: Zuweisung X = A

Beispiel 1

P:(x*x)>0

Ary+1

V =P[x « A]: (y+1)*(y+1)>0 (korrekt unter dieser Vorbedingung)
Beispiel 2

P: x=42

A: 42

V =P[x « A]: 42=42 (tautologisch, korrekt ohne bes. Vorbed.)
Beispiel 3

P: x=42

A: 43

V = P[x <« A]: 43=42 (unerfillbar, nie korrekt)



Wann arbeitet das folgende Programm korrekt?

var X : Z, f: array[0..n-1] of Z, i1 N
{42=42 }x =42 { X =42 } immer
{42 =43} x =43 {x =42 } nie
{x+1>0}x:=x+1{x>0}

wenn X vor der Zuweisung groler oder gleich O ist

{y*y=16}x=y*y {x=16}

wenn y vor der Zuweisung gleich 4 oder -4 ist



Erweiterung mehrfache Zuweisungen

Syntax T1s.. Xy = A1, ..., A,
Notation
P[Z’l <—A17...,$n<—An]

ist der Ausdruck, in dem alle Vorkommen von
z; durch A; (gleichzeitig) ersetzt worden sind

Semantik

Beweisregel fiir mehrfache Zuweisungen

{P[J}l %Ah...jﬂ?n%An]}
T1y... Ty = AL, ..., A, {P}

— fiir Spezifikation haufig sehr niitzlich



Beispiele: Parallele Zuweisung

Beispiel 1

{true} x,y:=0,1{y=2%}

(y=2*)[Xx « 0,y « 1] = 1=20= true
Beispiel 2

{y=wl A x=w2} X,y : =Yy, X {X=wl A y=w2}
Beispiel 3
{xX+y=r}x,y=x-1,ytl{x+y=r}
=(X+y=1)[X « X-1,y « y+l]
= (X-1)+(y+1)=r

= Xty=r



Programmkonstruktion

{y=2%} X,y =xtl, E{y=2%}
(y=2¥)[x « xt1,y « E]
= E = 2x+l
=E=2X*2 (Arithm.)
=E=y*2 (Vorbed.)

Programmstuck: X, y ;= x+1, y*2
Ohne Nachdenken, nur ausrechnen



Beweisregel fur die Zuweisung: Prazisierung

Vorbedingung verstarken

Wann kann die rechte Seite ausgewertet werden?
{ "A kann ausgewertet werden" } x .= A{P}

{ Def(A), P[x « A]l}x=A{P}

Beispiele:

{y>0,P[q « xdivy]}q:=xdivy{P}
var Ny, m:Z, f:array [0..n-1] of Z (Def(f) = ?)
fO<iAi<nAP[mTf[i]]}m:=1Fi]{P}

(O < i redundant wegen i:N)



Mittelwert berechnen, Vorbedingung finden

var T : array [0..n-1] of R, am : R, 1 : N,
{ ... } arithm. Mittel berechnen {am = amittel(f,n)}
amittel(g,k) entspr. 152

A -

71=0
Berechnung in der Form, daB zu jedem Zeitpunkt der
Mittelwert des Anfangstlcks bis I in am steht

Versuch 1

{..} 1, am =0, E {am = amittel(f,)}
(am = amittel(f,i))[i<-0, am<-E]
E =(1/0) ?? Falsche Initialisierung



Mittelwert berechnen, Vorbedingung

Versuch 2
{..}1,am =1, E {am = amittel(f,)}
(am = amittel(f,D))[i « 1, am — E]
E = (1/1) * f[O]
E=Ff[0O] (Arithm.)

also: Vorbedingungn>0



Mittelwert berechnen, Programmschritt

{am = amittel(f,1)} 1,am = i+1, E {am = amittel(f,1)}
(am = amittel(f,i))[1 — 1+1, am ~ E]

i+1—1

E = ,+1 Z_jﬂ flil = —— (/i +fo])
| RS Wt 1
E = I_I_l(f[i]—I—d(?_Zf[J])) _I_lf[]—l—ue:um)

Zusatzliche Vorbedlngung O<i<n
Programmschritt: 1,am = i+1,(f[i] + (1 * am))/(i+1)



4.2.2 Anweisungsfolgen

zusammengesetzte
Bausteine

Anweisungen

Anweisungsfolge

Syntax

Semantik

der Programmiersprache
konnen aufgebaut werden aus

— Zuweisungen

— Anweisungsfolgen

— bedingte Anweisungen
— Schleifen—Anweisungen

Zwei (oder mehrere) Anweisungen kénnen zu
eine Anweisungsfolge zusammengesetzt werden

Anweisung, ; Anweisung
r:=3y:=09>

anschaulich:
Nacheinanderausfithren der einzelnen
Anweisungen in der angegebenen Reihenfolge



Beweisregel

falls
(1)
(2)

dann gilt

fiir Anweisungsfolgen

{V S {P}
1P} S {P}
{V} S1; 92 {P}



Sequentielle Anweisung, Vorbedingung finden

{V}x=x+l,y=y-1{x+y=s}
{Vix=x+1{P };{Pi}y=y-1{x+y=s}
Pri(X+y=9)ly « y-1]

X+y-1=5s
Vi PX « x+1]

X+l +y-1=s

X+y=5s



Unterschied: Parallele und. seq. Zuweisung

Werte vertauschen
{y=wl AXx=w2} X,y =Yy, X{X=wl A y=w2}
Geht das sequentiell? Wenn ja, unter welchen Bed.?
{V} X=y,y =x{Xx=wl Ay=w2}
(X=WLAYy=w2)[y « X])[X < VY]
(X=Wl A X=W2) [ X « VY]
y=wl A y=w2
Also nur, wenn wl = w2
(dann naturlich nicht interessant)



Sequentialisierung

I, S = 1+], S+i
S=S+1;1:=1+1
Dependenzanalyse notwendig

Erst die Variablen setzen, die von anderen
abhangen (geht nicht immer)

Ggf. Zwischenvariablen einfihren



4.2.3 bedingte Anweisungen

if —Anweisung

Syntax

Semantik

(1)

(2a)

(2b)

Variante

Syntax

eine Bedingung (Préadikat, Ausdruck, der zu
true oder false ausgewertet wird) und zwei
Anweisungen konnen zu einer bedingten
Anweisung zusammengesetzt werden

if Bedingung
then Anweisung,
else Anweisungs

end if
informell
die Bedingung wird ausgewertet

ist das Resultat true,
wird die Anweisung; ausgefiihrt

ist das Resultat false,
wird die Anweisung, ausgefiihrt anschliefflend
wird

eine Bedingung und eine Anweisung konnen zu
einer bedingten Anweisung zusammengesetzt
werden

if Bedingung
then Anweisung

end iIf



Beweisregel

falls
(1)
(2)

dann gilt

Beweisregel

falls
(1)

dann gilt

fiir bedingte Anweisungen

{i} S {r}
{Va} Sy {P}

(Vi A B) Vv (Vo A =DB)}
if B then S; else Sy end if {P}

fiir bedingte Anweisungen nur mit then Zweig

Vi S {P;

{(VADB)V (P AN-DB)}
if B then S end if {P}



Fallunterscheidung: Vorbedingung finden

{V}ifx>y
then{V,}r:=x
else{V,}r=y
endif{rxAr=2yaA(r=xvr=y)}

Vi(r2XArzyA(r=xvr=y))r « X]

XZXAXZYA(X=XVX=Y)

Xy
V,:y =2 x (ahnl. Bewels)
V:i(BAV)V(-BAYV,) = true



Satz

PAQV(spAN=P—>9) A(-p—>T)

Erste Anwendung des Satzes:

Mit diesem Satz kann die schwachste
Vorbedingung fur die Fallunterscheidung
formuliert werden als:

{(B=>V)A(-B—>V,)}



Zwelte Anwendung: Programmkonstruktion

Aufgabe:

Flar eine Nachbedingung P = (B = V,) A (-B = V,) soll ein
Programm gefunden werden, das die Nachbedingung
herstellt

In dieser Form liegen Spezifikationen haufig vor

Behauptung: Die Losung sieht so aus:
{ true } If B then S, else S, endif { P }
mit{B}S,{V,AB}
und {-B}S,{V,A-B}



Begrindung

Wenn {B } S, { V, fi B } korrekt, dann auch
{B}S,{(V, fiB)fl (V,fi -B) } (Abschwachung)
Wenn {-B } S, { V, fi —B } korrekt, dann auch
{-B}S, {(V,fiB) fl (V,fi —B) } (Abschwachung)
Also ist auch die folgende Fallunterscheidung korrekt
{(BfiB) fl (—Bfi—B) } if B then S, else S,

{ (v, fiB) fl (V,fi —B) }
Die Vorbedingung ist aquivalent zu true:
{true } iIfB then S, else S, {(V,fiB) fl (V,fi —-B) }
Laut obigem Satz ergibt sich die Behauptung durch
Transformation der Nachbedingung



Beispiel: Spezifikation fur Max

{(xXz2y->r=x)fi(XEy->r=vy)}
Idee: In Verzweigung umsetzen!

Aber B und —B notwendig

Idee: Nachbedingung verstarken!
{(Xz2y->r=x)fi(xX<y->r=vy)}



Mehrfach
—Auswahl
%

Syntax

Bedeutung

Mehrfach—Verzweigung

in Programmiersprachen gibt es hiufig noch
eine Mehrwegverzweigung (case -Anweisung).

case Ausdruck of
Wert; : Anweisung;

Wert,, : Anweisung,
else : Anweisung
end case

erklart mit bedingter Anweisung

Wert := Ausdruck
if Wert=Wert;

then Anweisung,
else

if Wert=Wert,
then Anweisung,
else
Anweisung

end iIf ... end If



Beispiel: Multiplikation durch Addition

Zliel: Programmstuick konstruieren

var X,¥ : Ng, I, J, p : Ng

{ true } "multiplizieren" {x*y=p}

Idee: I,) mit x und y initialisieren (und p mit 0)

und dann schrittweise J verkleinern

L,p =Xy 0{X*y=p+1*] }

{x*y=p+1*)}),p=)-LE{Xx*y=pt+ti*] }

Idee: Die Anweisung jJ mal wiederholen bis j =0
X*y=p+(@*0) X*y=p



4.2.4 Schleifenanweisungen

Wiederholung

while —Schleife

Syntax

Bedeutung
(1)
(2a)

(2b)

aus einer Bedingung und einer Anweisung kann
eine while —Schleife aufgebaut werden

while Bedingung do
Anwersung
end while

informell
die Bedingung wird ausgewertet

ist das Resultat false,
so wird die Ausfithrung des Programms hinter
der Schleife fortgesetzt

ist das Resultat true,

so wird die Anweisung (der Schleifenrumpf)
ausgefiihrt und anschlieflend die Schleife erneut
ausgefiihrt.

der Schleifenrumpf wird 0, 1,2, ... mal
ausgefiihrt.

in Programmiersprachen gibt es hiufig noch
weitere Schleifenarten (repeat —, for —Schleifen).
Diese konnen alle auf die while —Schleife
ruriickgefiihrt werden.



Konstruktion

Initialisierungs-
anweisungen

Abbruchkriterium

Rumpf

von while —Schleifen

fiir Variable, die in der Schleife verwendet
werden, hiufig

— eine Laufvariable

— eine Variable fiir das Resultat

eine Bedingung, die bestimmt, wie lange der
Schleifenrumpt wiederholt ausgefiihrt wird.

Diese Bedingung mufl mindestens eine Variable
enthalten, die im Schleifenrumpf verdndert
wird, haufig

— Test der Laufvariablen gegen einen
Endewert

enthilt Anweisungen zur Verdnderung von
Variablen, hiufig
— Inkrementieren der Laufvariable

—  Akkumulieren des Resultats in der
zugehorigen Variablen



Endlosschleife Wird in einem Schleifenrumpf keine Variable
verdndert, die im Abbruchkriterium vorkommt,
so erhélt man eine Endlosschleife

Konstruktion aus Spezifikationen mit Quantoren

— an Quantoren gebundene Variablen werden zu
Laufvariablen

— aus Bereichsgrenzen werden Initialisierung und

Abbruchkriterium abgeleitet



Beweisregel

falls
(1)

dann gilt

Invariante

Konstruieren

Faustregel

Q

fiir while —Schleifen

{I NB} S {I}
{I} while B do S end while {I A =B}

I ist die Schleifeninvariante, d.h. eine
Eigenschaft, die

— vor der Ausfiihrung der Schleife

— vor jeder Ausfithrung des Rumpfes
— mnach jeder Ausfiihrung des Rumpfes
— nach der Ausfiihrung der Schleife

gilt
der Invarianten aus der Spezifikation

Invariante ist eine Verallgemeinerung der
Anfangs- und Endesituation

hier wird noch nichts iiber die Terminierung
ausgesagt

Regel noch unvollstéandig



While-Schleife (1)

Initialisierung /Abbruchkriterium
while Bedingung do

Rumpf ——  Zuweisung an
end while Schleifenvariable



While-Schleife (2) Summe berechnen

var T : array [0..n-1] of R;
1 2 Ng;
Ss:R
1,s:=0,0 ;
while 1 <n do
1,s ;= 1+1, s + f[i]
end

Wo konnen Fehler gemacht werden?



Zahlschleife (Muster)
var 1: NO;

{1£n}
i =0 :
while 1<ndo

i = 1+]
end while

{1=n}



Beweisregel: Beispiel

var 1: Ng;

{1£n}

i =0 , {1En}

while 1<ndo
fi<nfitEn} i

end while

{1Enfiit=n}

j+1 {i£n)

Invariante: 1 =1 £n

Bedingung: B=i<n,—-B=i=2n (I fi—B ui=n)



Spezifikation: Summe berechnen

var
f : array [0..n-1] of Z;
Ss:”Z

i}

{ s= > fli] 3

1=



Realisierung

var 1: NO;
f : array [0..n-1] of Z;
Ss:/Z
{1£n}
1,S = 0,0 :
while 1<ndo
1,Ss =1+l, s + f[i]
end while



Terminierung
falls
Invariante
Fortschritt
Beschriankung

dann

Variante

Beschrankung

zusatzliche Bedingungen

{(IABY S {I}
(IABAt>TY S {t=T)
IANt<0= —B

gilt die Nachbedingung I A =B und die

Schleife terminiert:

{I} while B do S end while {I A =B}

t 1st eine ganzzahlige Funktion
T 1st eine Konstante

wenn [ erfillt ist vor der Ausfithrung von S,
dann auch nach der Ausfithrung von S

{t>T} S {t =T} beschreibt den Fortschritt

der Schleife, da t mindestens um 1 verkleinert
wird

INt<0= -B:
wird t < 0 so terminiert die Schleife

Anfangswert von t liefert obere Grenze fiir die

Anzahl der Schleifendurchlaufe

ist gleichwertig mit der Bedingung
INB=1t>0



Wie wird die Terminierung gezeigt?

Beispiel:

1 :=0; whilei<ndoi:=1+1endwhile
Angabe einer Variante: Wir nehmen (n - 1)
Fortschritt: {n-i1>T}i=1+1{n-i=T}
Einsetzen der rechten Seite der Zuweisung in
Nachbedingung ergibt:

Nn-(+l)=TUn-1=T+lalso n-1>T
Beschrankung: Zu Zeigen: (1 fi (t £ 0)) § —B gultig

ENTfIi(n-TEQ0)UI=nenEip—(I<n)=-B
I (t £ 0) und damit (I fi (t £ 0)) § —B gultig



Ganzzahlige Division mit Rest mittels While

Spezifikation

var X, Y, q, r : Ng

{y>0} S {q*y+r=xfir<yj

Vv P
ATy srEx fiorey.
I fi, —B

Gut: Spezifikation schon in der richtigen Form
{V}1Se {I'K
{1}whileBdo{IfiB}S,{1I}endwhile{P}





