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Beispiele: Zuweisung x := A

❚ Beispiel 1
❙ P: (x * x) > 0
❙ A: y + 1
❙ V = P[x ← A]: (y+1)*(y+1)>0 (korrekt unter dieser Vorbedingung)

❚ Beispiel 2
❙ P: x = 42
❙ A: 42
❙ V = P[x ← A]: 42=42  (tautologisch, korrekt ohne bes. Vorbed.)

❚ Beispiel 3
❙ P: x = 42
❙ A: 43
❙ V = P[x ← A]: 43=42 (unerfüllbar, nie korrekt)



Wann arbeitet das folgende Programm korrekt?

❚ var x : Z, f: array[0..n-1] of Z, i: N0

❚ { 42 = 42 } x := 42 { x = 42 } immer
❚ { 42 = 43 } x := 43 { x = 42 } nie
❚ { x + 1 > 0 } x := x + 1 { x > 0 }

❙ wenn x vor der Zuweisung größer oder gleich 0 ist

❚ { y * y = 16 } x := y * y  { x = 16 }
❙ wenn y vor der Zuweisung gleich 4 oder -4 ist
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Beispiele: Parallele Zuweisung

❚ Beispiel 1
❙ { true } x, y := 0, 1 { y = 2x }
❙ (y = 2x )[ x ← 0 , y ← 1]   µ    1 = 20 µ  true

❚ Beispiel 2
❙ {y=w1 fi x=w2}  x, y := y, x {x=w1 fi y=w2}

❚ Beispiel 3
❙ { x + y = r} x, y := x-1, y+1 { x + y = r}
µ (x + y = r) [x ← x-1, y ← y+1]
µ (x-1)+(y+1)=r
µ x+y=r



Programmkonstruktion

❚ { y = 2x } x, y := x+1, E { y = 2x }
❚ ( y = 2x )[ x ← x+1, y ← E]
µ E = 2x+1

µ E = 2x * 2   (Arithm.)
µ E = y * 2  (Vorbed.)

❚ Programmstück: x, y := x+1, y*2
❚ Ohne Nachdenken, nur ausrechnen



Beweisregel für die Zuweisung: Präzisierung

❚ Vorbedingung verstärken
❚ Wann kann die rechte Seite ausgewertet werden?
❚ { "A kann ausgewertet werden" } x := A { P }
❚ { Def(A), P[x ← A] } x := A { P }
❚ Beispiele:

❙ { y > 0, P[q ← x div y]} q := x div y { P }
❙ var i:N0, m:Z, f:array [0..n-1] of Z    (Def(f) = ?)

{0 ≤ i fi i < n fi P[ m ← f[i] ] } m := f[i] { P }
   (0 ≤ i redundant wegen i:N0)



Mittelwert berechnen, Vorbedingung finden

❚ var f : array [0..n-1] of R, am : R, i : N0

❚ { ... } arithm. Mittel berechnen {am = amittel(f,n)}
❚ amittel(g,k) entspr.

❚ Berechnung in der Form, daß zu jedem Zeitpunkt der
Mittelwert des Anfangstücks bis i in am steht

❚ Versuch 1
❙ {...} i, am := 0, E {am = amittel(f,i)}
❙ (am = amittel(f,i))[i<-0, am<-E]
❙ E = (1/0)          ?? Falsche Initialisierung



Mittelwert berechnen, Vorbedingung

❚ Versuch 2
❙ {...} i, am := 1, E {am = amittel(f,i)}
❙ (am = amittel(f,i))[i ← 1, am ← E]
❙ E = (1/1) * f[0]
❙ E = f[0]      (Arithm.)

❚ also: Vorbedingung n > 0



Mittelwert berechnen, Programmschritt

❚ {am = amittel(f,i)} i,am := i+1, E {am = amittel(f,i)}
❚ (am = amittel(f,i))[i ← i+1, am ← E]

❚ E =

❚ E =
❚ Zusätzliche Vorbedingung: 0 ≤ i < n
❚ Programmschritt: i,am := i+1,(f[i] + (i * am))/(i+1)
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Sequentielle Anweisung, Vorbedingung finden

❚ { V } x := x + 1; y := y -1 { x + y = s }
❚ { V } x := x + 1 { P1 } ; { P1 } y := y -1 { x + y = s }
❚ P1 : (x + y = s)[y ← y-1]
µ        x + y -1 = s
❚ V : P1[x ← x +1]
µ       x +1  + y -1 = s
µ       x + y = s



Unterschied: Parallele und. seq. Zuweisung

❚ Werte vertauschen
❙ { y=w1 fi x=w2 }  x, y := y, x { x=w1 fi y=w2 }

❚ Geht das sequentiell? Wenn ja, unter welchen Bed.?
❙ { V }  x := y; y := x { x=w1 fi y=w2 }
❙ ((x=w1 fi y=w2)[ y ← x ]) [ x ← y ]
❙ (x=w1 fi x=w2) [ x ← y ]
❙ y=w1 fi y=w2

❚ Also nur, wenn w1 = w2
(dann natürlich nicht interessant)



Sequentialisierung

❚ i, S := i+1, S+i
❚ S := S + i  ;  i := i + 1
❚ Dependenzanalyse notwendig
❚ Erst die Variablen setzen, die von anderen

abhängen (geht nicht immer)
❚ Ggf. Zwischenvariablen einführen
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Fallunterscheidung: Vorbedingung finden

❚ { V } if x ≥ y
        then { V1 } r := x
        else { V2 } r := y
       endif { r ≥ x fi r ≥ y fi ( r = x fl r = y ) }

❚ V1: (r ≥ x fi r ≥ y fi ( r = x fl r = y ))[r ← x]
µ        x ≥ x fi x ≥ y fi ( x = x fl x = y )
µ        x ≥ y
❚ V2: y ≥ x (ähnl. Beweis)
❚ V: (B fi V1) fl (–B fi V2)   µ  true



Satz

❚ (p fi q) fl (–p fi r) µ (p ¡ q) fi (–p ¡ r)

❚ Erste Anwendung des Satzes:
❚ Mit diesem Satz kann die schwächste

Vorbedingung für die Fallunterscheidung
formuliert werden als:

❚ { (B ¡ V1) fi (–B ¡ V2) }



Zweite Anwendung: Programmkonstruktion

❚ Aufgabe:
❙ Für eine Nachbedingung P = (B ¡ V1) fi (–B ¡ V2) soll ein

Programm gefunden werden, das die Nachbedingung
herstellt

❙ In dieser Form liegen Spezifikationen häufig vor

❚ Behauptung: Die Lösung sieht so aus:
❙ { true } if B then S1 else S2 endif { P }
❙ mit { B } S1 { V1 fi B }
❙ und  { –B } S2 { V2 fi –B }



Begründung

z Wenn { B } S1 { V1 fi B } korrekt, dann auch
{ B } S1 { (V1 fi B) fl (V2 fi –B) }       (Abschwächung)

z Wenn { –B } S2 { V2 fi –B } korrekt, dann auch
{ –B } S2 { (V1 fi B) fl (V2 fi –B) }       (Abschwächung)

z Also ist auch die folgende Fallunterscheidung korrekt
{ (B fi B) fl (–B fi –B) } if B then S1 else S2
                                          { (V1 fi B) fl (V2 fi –B) }

z Die Vorbedingung ist äquivalent zu true:
{ true } if B then S1 else S2  { (V1 fi B) fl (V2 fi –B) }

z Laut obigem Satz ergibt sich die Behauptung durch
Transformation der Nachbedingung



Beispiel: Spezifikation für Max

z { ( x ≥ y -> r = x ) fi ( x £ y -> r = y ) }
z Idee: In Verzweigung umsetzen!
z Aber B und –B notwendig
z Idee: Nachbedingung verstärken!
z { ( x ≥ y -> r = x ) fi ( x < y -> r = y ) }
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Beispiel: Multiplikation durch Addition

❚ Ziel: Programmstück konstruieren
❚ var x, y : N0, i, j, p : N0

❚ { true } "multiplizieren" { x * y = p }
❚ Idee: i,j mit x und y initialisieren (und p mit 0)

und dann schrittweise j verkleinern
❚ i,j,p := x,y,0 { x * y = p + i * j  }
❚ { x * y = p + i * j } j, p := j-1, E { x * y = p + i * j  }
❚ Idee: Die Anweisung j mal wiederholen bis j = 0

❙ x * y = p + (i * 0)       x * y = p
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While-Schleife (1)

z Initialisierung
z while Bedingung do

    Rumpf
end while

Abbruchkriterium

Zuweisung an 
Schleifenvariable



While-Schleife (2) Summe berechnen

z var f : array [0..n-1] of R;
      i : N0;
      s : R

z i,s := 0,0   ;
z while i < n do

    i,s := i+1, s + f[i]
end

z Wo können Fehler gemacht werden?



Zählschleife (Muster)

z var   i : N0;

z { i £ n }
z i         :=  0          ;
z while    i < n do

    i         := i+1
end while

z { i = n }



Beweisregel: Beispiel

z var   i : N0;
z { i £ n }
z i         :=  0          ;  { i £ n }
z while    i < n do

    { i < n fi i £ n }   i         := i+1         { i £n }
end while

z { i £ n fi i ≥ n }
z Invariante: I = i £ n
z Bedingung: B = i < n , –B = i ≥ n   (I fi –B µ i = n)



Spezifikation: Summe berechnen

z var
    f : array [0..n-1] of Z;
    s : Z

z {        }
z

z

z {          s =                  }



Realisierung

z var   i : N0;
    f : array [0..n-1] of Z;
    s : Z

z { i £ n }
z i , s      :=  0, 0       ;
z while    i < n do

    i , s     := i+1, s + f[i]
end while

z { i = n fi s =                 }
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Wie wird die Terminierung gezeigt?

z Beispiel:
y i := 0;  while i < n do i := i + 1 end while

z Angabe einer Variante: Wir nehmen (n - i)
z Fortschritt: { n - i > T } i := i + 1 { n - i = T }
z Einsetzen der rechten Seite der Zuweisung in

Nachbedingung ergibt:
y n - (i+1) = T µ n - i = T+1 also  n - i > T

z Beschränkung: Zu Zeigen: (I fi (t £ 0)) ¡ –B gültig
y (i £ n) fi (n - i £ 0) µ i = n • n £ i µ –(i < n) = –B

    I            (t £ 0)        und damit (I fi (t £ 0)) ¡ –B gültig



Ganzzahlige Division mit Rest mittels While

z Spezifikation
y var x, y, q, r : N0

y { y > 0 }  S  { q * y + r = x fi r < y}
y     V                          P
y P: q * y + r = x    fi    r < y
y            I             fi       –B
y Gut: Spezifikation schon in der richtigen Form

z { V } S0  { I };
z { I } while B do { I fi B } S1 { I } end while { P }




